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(一)  證明克卜勒第一定律 

    克卜勒第一定律定義為行星軌道是一個以恆星為焦點的橢圓。 

藉由證明由橢圓軌道的 𝜃 方向的運動方程和由牛頓第二定律推導的 𝜃 方

向的行星運動方程是否相同來證明克卜勒第一定律是正確的。 

1-1 由橢圓定義式推導𝛉 方向運動方程 

𝑥2

𝑎2
 +

𝑦2

𝑏2
 = 1 

假設橢圓離心率為𝜖 ,左右焦點𝐹′ 與 F位在(x= -𝜖𝑎,y =0),(x= 𝜖a,y= 0) 

已知一點位在 x= 0 ,y= b , 因任兩焦點距離 = 𝑟′  +  𝑟 = 2𝑎 得到 

𝑏2  + 𝜖𝑎2 = 𝑎2  , 𝑏2  = (1 − 𝜖2) 𝑎2 

以右側 F 為新原點,橢圓邊上一點與 F的連線為 r,連線與 x軸的夾角為𝜃 

建立極座標 

𝑥 =  𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜖𝑎 , y =rsin 𝜃  

橢圓可以寫成 

( 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 +  𝜖𝑎)2

𝑎2
 +

(r sin 𝜃)2

(1 − 𝜖2) 𝑎2
 = 1 

(𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜖𝑎)2(1 −  𝜖2) +(r sin 𝜃)2  = (1 − 𝜖2) 𝑎2 

整理過後可以解出 r 

[𝑟 +  𝜖𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑟 −  (1 − 𝜖2) 𝑎2][r - 𝜖𝑐𝑜𝑠𝜃r +(1 − 𝜖2) 𝑎2]  =  0 

r = 
(1 − 𝜖2) 𝑎

1 − 𝜖𝑐𝑜𝑠𝜃 
 or r = 

−(1 − 𝜖2) 𝑎

1 − 𝜖𝑐𝑜𝑠𝜃 
 

因橢圓離心率介於 0 到 1之間  

r = 
(1 − 𝜖2) 𝑎

1 − 𝜖𝑐𝑜𝑠𝜃 
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1-2 找出 r(𝜽 )的微分方程 

由於 r = 
(1−𝜖2)𝑎

1 − 𝜖𝑐𝑜𝑠𝜃 
 的 𝜃 在分母不好進行微分,令 u(𝜃)  =  

1

𝑟(𝜃)
 帶入 r 

u(𝜃)  =  
1 + 𝜖𝑐𝑜𝑠𝜃

 (1−𝜖2)𝑎
 

𝑑2u(𝜃)

𝑑𝜃2
 = 

− 𝜖𝑐𝑜𝑠𝜃

 (1−𝜖2)𝑎
 = − u(𝜃)  +

1

 (1−𝜖2)𝑎
 

𝑑2( 
1

𝑟(𝜃)
)

𝑑𝜃2
 +  

1

𝑟(𝜃)
 = 

1

 (1−𝜖2)𝑎
 

𝑑

𝑑𝜃
[

𝑑

𝑑𝜃
(
1

𝑟
)] +

1

𝑟
 =  

𝑑

𝑑𝜃
[(–

1

𝑟2
)

𝑑𝑟

𝑑𝜃
] +

1

𝑟
  

(
𝟐

𝒓𝟑
)(

𝒅𝒓

𝒅𝜽
)𝟐 – (

𝟏

𝒓𝟐
)( 

𝒅𝟐𝐫

𝒅𝜽𝟐
) +

𝟏

𝒓
 = 

𝟏

 (𝟏−𝝐𝟐)𝒂
 

 

1-3 由行星運動方程推𝛉 方向運動方程 

由牛頓第二定律 

𝐹⃑ =  𝑚 𝑎⃑ = m 
𝑑𝑣⃗ 

𝑑𝑡
= 𝑚

𝑑

𝑑𝑡
(𝑟̇𝑟̂ + 𝑟𝜃̇𝜃)   

= m {(𝑟̈𝑟̂ + 𝑟̇𝜃̇𝜃) + [(𝑟̇𝜃̇ + 𝑟𝜃̈)𝜃 + 𝑟𝜃̇(−𝜃̇𝑟̂)]} 

= m [𝑟̂ (𝑟̈ − 𝑟𝜃̇2) + 𝜃(2𝑟̇𝜃̇  + 𝑟𝜃̈)] 

𝑟̂  𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡 𝑦𝑖𝑒𝑙𝑑𝑠 

𝑚(𝑟̈ − 𝑟𝜃̇2) = 𝐹𝑟 

𝜃 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡 𝑦𝑖𝑒𝑙𝑑𝑠 

m(2𝑟̇𝜃̇  + 𝑟𝜃̈) = 0   

在中心力的作用下，角動量守恆，下面解釋角動量守恆原因 

行星繞著恆星轉的角動量為  𝐿⃗ = m𝑟2𝜃̇ 𝑧̂ ,中心力為 𝐹⃑ = 𝑟̂𝐹𝑟  

由角動量時變率我們可以得出角動量守恆這個結論 

 
𝑑

𝑑𝑡
 𝐿⃗  =  𝜏  =  𝑟  × 𝐹⃑ = 𝑟̂𝑟 ×  𝑟̂𝐹𝑟  =  0 
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牛頓萬有引力 : 𝐹⃑ = 𝑟̂𝐹𝑟 = −
𝐺𝑀𝑚

𝑟2
 𝑟̂ 

由於V 滿足 𝐹⃑=  −∇𝑉  代表力為保守力,我們可以寫出下式 

V(r) =  −
𝐺𝑀𝑚

𝑟
    

並能將 𝑟̂ 的式子寫成 m(𝑟̈ − 𝑟𝜃̇2) =  −
𝐺𝑀𝑚

𝑟2
  

1-4 找出 r(𝜽 )的微分方程 

此時令 r(t) = r(𝜃(𝑡)) 

𝑟̇  =
𝑑𝑟

𝑑𝑡
 =  

𝑑𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝜃

𝑑𝑡
 =

𝑑𝑟

𝑑𝜃
𝜃̇ 

𝑟̈  =
𝑑2r

𝑑𝑡2
 =

𝑑

𝑑𝑡
 (

𝑑𝑟

𝑑𝜃
𝜃̇) = 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝑑𝑟

𝑑𝜃
) 𝜃̇ +

𝑑𝑟

𝑑𝜃
𝜃̈ 

= [
𝑑

𝑑𝜃
(

𝑑𝑟

𝑑𝜃
)

𝑑𝜃

𝑑𝑡
] 𝜃̇ + 

𝑑𝑟

𝑑𝜃
𝜃̈ = 

𝑑2r

𝑑𝜃2
𝜃̇2 + 

 𝑑𝑟

𝑑𝜃
𝜃̈  

帶入𝑟̂方向的運動方程式 

m((
𝑑2r

𝑑𝜃2
𝜃̇2 + 

 𝑑𝑟

𝑑𝜃
𝜃̈) − 𝑟𝜃̇2)  =  −

𝐺𝑀𝑚

𝑟2
   

帶入 𝜃̈  =  −
2𝑟̇𝜃̇

𝑟
 , 𝑟̇  =  

𝑑𝑟

𝑑𝜃
𝜃̇ , 𝜃̇2  =  (

 𝐿𝑧

m𝑟2
)2 

[ 
2

𝑟
(
𝑑𝑟

𝑑𝜃
)2 − 

𝑑2r

𝑑𝜃2
+  𝑟](

𝐿𝑧

m𝑟2
)2  =  

𝐺𝑀

𝑟2
   

(
𝟐

𝒓𝟑
)(

𝒅𝒓

𝒅𝜽
)𝟐 – (

𝟏

𝒓𝟐
)( 

𝒅𝟐𝐫

𝒅𝜽𝟐
)  +

𝟏

𝒓
  =  

𝑮𝑴𝒎𝟐

𝑳𝒛
𝟐    

 

1-5 比對兩種微分方程 

(
𝟐

𝒓𝟑
)(

𝒅𝒓

𝒅𝜽
)𝟐 – (

𝟏

𝒓𝟐
)( 

𝒅𝟐𝐫

𝒅𝜽𝟐
) +

𝟏

𝒓
 = 

𝟏

 (𝟏−𝝐𝟐)𝒂
  橢圓推導結果 

(
𝟐

𝒓𝟑
)(

𝒅𝒓

𝒅𝜽
)𝟐 – (

𝟏

𝒓𝟐
)( 

𝒅𝟐𝐫

𝒅𝜽𝟐
)  +

𝟏

𝒓
  =  

𝑮𝑴𝒎𝟐

𝑳𝒛
𝟐     牛頓第二定律推導結果 

由此可見兩者的微分方程一致,所以可知行星運動軌道為橢圓，亦得到克

卜勒第一定律的結論。 
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(二) 運用 Python 模擬衛星軌道 [1] 

    我們透過 vpython 這個第三方程式，定義出 G,M,m,E, 𝐿𝑧,dt 帶入程

式，找出每一瞬間的 r(t),𝜃(t)來模擬軌道。 

2-1 繪出軌道 

以下為我們的程式碼， 

此為整個程式大綱，另外 

橢圓軌道會設定初速為 0.7v0 ，正圓軌道則會設定初速為 v0 
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以下為我們模擬橢圓與正圓軌道圖 

 

 

但由於我們使用的數值分析方法為尤拉方法(Euler’s method)，當時間拉

長後，我們的軌道會產生偏移誤差，因此我認為以後可以嘗試其他的特

殊數值法來進行模擬，以減少這種誤差。 

下圖為偏差圖 
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2-2 橢圓與正圓軌道與虛擬位能的關係 

由下圖[2] 

 

我們知道當能量在最低點時會為正圓軌道，能量太高時則會飛出去。 

已知 m𝑟̈  =  − 
𝑑‘𝑉’(𝑟)

𝑑𝑡
  = −

𝐺𝑀𝑚

𝑟2
 + 𝑚𝑟 (

𝐿𝑧

𝑚𝑟2
)
2

  

        = −
𝐺𝑀𝑚

𝑟2
 +

𝑚Vy
2

r
 

我們計算兩種軌道的虛擬位能，發現由於正圓選用的半徑不同而產生兩

種不同的虛擬位能。 

 

由上(左)圖，我們計算後得到在使用橢圓的近地點畫圓時，橢圓的虛擬位

能會大於正圓。 

由上(右)圖，則會得到橢圓的虛擬位能會小於正圓的結果，而我們模擬軌

道的程式即為使用此種方式。 
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